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摘 要：主要考虑了一类分数阶趋化模型，是生物学中描述趋化现象的Keller-Segel模型的推广模型。基于热

半群在伪测度空间中的线性和非线性估计，建立了该模型自相似解的整体存在性和唯一性。还利用Lebesgue控

制收敛定理建立了该模型自相似解当时间趋于无穷时的渐近稳定性。
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Abstract： A class of fractional chemotaxis model is concerned， which is a generalized model of the 

Keller-Segel equations arising from biology in describing chemotaxis phenomenon. Based on the linear 

and nonlinear estimates of the heat semi-group in the pseudo-measure space， the global existence and 

uniqueness of self-similar solutions are established. Moreover， by applying the Lebesgue dominated 

convergence theorem， the asymptotic stability of self-similar solutions are also established as time 

tends to infinity.

Key words： fractional chemotaxis model； pseudo-measure space； self-similar solutions； asymptotic 

stability

本文主要考虑如下的分数阶趋化模型：
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∂ tu + ( )-Δ α
2 u = ∇ ⋅ ( )u∇v ， x ∈ R d，t > 0，

( )-Δ β
2 v = u， x ∈ R d，t > 0，
|( )u，v
t = 0 = ( )u0，v0 ， x ∈ R d，

(1)
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其中 α，β ∈ (1，2]，u = u ( x，t)和 v = v ( x，t)是未知函数，分数阶 Laplace算子 ( - Δ)
α
2 可以通过 Fourier变换

定义如下：

( - Δ)
α
2 u ( x) = F-1(| ξ |αFu ( ξ ) )， ∀u ∈ S (R d )，

其中F和F-1分别表示Fourier变换和Fourier逆变换，S (R d )为速降函数空间。

当 α = β = 2 时，系统（1）即为生物学中经典的 Keller-Segel 模型的简化情形，该模型由 Keller et al.

（1970）首次提出，主要用于刻画细胞在其自身分泌化学物质作用下所产生的趋化现象。有关整体解的存

在唯一性和局部解在有限时间爆破的研究结果读者可见Horstmann（2003；2004）的综述性文献。

当β = 2时，系统（1）约化为以下分数阶趋化模型：
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∂ tu + ( )-Δ α
2 u = ∇ ⋅ ( )u∇v ， x ∈ R d，t > 0，

-Δv = u， x ∈ R d，t > 0，
|( )u，v
t = 0 = ( )u0，v0 ， x ∈ R d.

 (2)

该模型由Escudero（2006）提出，主要用于描述Lévy飞行的随机游走细胞密度函数的时空分布，并且

在一维情形下，作者还证明了当 1 < α ≤ 2时，系统（2）的解是整体存在的。随后Biler et al.（2010）证明了

当 1 < α < 2时，系统（2）在临界 Lebesgue空间 L  dα (R d )中小初值问题的整体适定性，并证明了当初始质量

大于某个阈值时，其对应的解会在有限时间发生爆破。最近，Zhao（2018）证明了当 1 < α ≤ 2时，系统（2）

在临界 Besov空间 Ḃ-α + d
p

p，q (R d )(1 ≤ p < +∞， )1 ≤ q ≤ +∞ 和 Ḃ-α∞，1 (R d )中小初值问题的整体适定性。特别地，作

者还证明了当α = 1时，系统（2）在临界Besov空间 Ḃ-1 + d
p

p，1 (Rd ) (1 ≤ p < +∞)和 Ḃ-1∞，1 (R d )中小初值问题的整体

存在性。更多关于系统（2）解的局部和整体适定性的结果参见文献（Sugiyama et al.，2015；Chen，2018；Shi，

2019；Suguro，2021）。

注意到系统（1）满足如下的Scaling不变性：令

uλ( x，t) ≔ λα + β - 2u (λx，λαt)，                vλ( x，t) ≔ λα - 2 v (λx，λβt) .
则易验证若 u是系统（1）对应于初值 u0 的解（v由 u所确定），对任意λ > 0，uλ是系统（1）对应于初值 u0λ的

解（vλ由 uλ所确定），其中 u0λ( x) ≔ λα + β - 2u0(λx) . 如果对任意λ > 0，有 uλ( x，t) = u ( x，t)对所有的 x ∈ R d，

t ≥ 0成立，则称解 u为系统（1）的自相似解。进一步，若 u是系统（1）的自相似解，则其对应的初值需满足

u0 (λx ) ≔ λ2 - α - βu0 ( x )，即 u0 是度数为 2 - α - β的齐次函数。由于此类函数在 x = 0 处的强奇性和

| x | → +∞ 时 的 弱 衰 减 ， 它 们 不 属 于 任 何 的 Lebesgue 空 间 和 Sobolev 空 间 。 另 外 ， 注 意 到

u0 ∈ PMd + 2 - α - β (R d )，其中 PMa (R d )是伪测度空间，所以伪测度空间是包含此类奇性函数最自然的函数空

间。有关伪测度空间上一些偏微分方程的理论研究参见文献（Biler et al.，2004；Cannone et al.，2004；Zhao et 

al.，2011；Liu et al.，2012）。

为叙述本文的主要结果，先介绍一些函数空间的概念。

定义1   设a > 0，定义伪测度空间如下：

PMa (Rd ) ≔ {u ∈ S′ (Rd ) ：F (u ) ∈ L1
loc (Rd )，      u    PMa < +∞  }，

其中 u PMa ≔ ess sup
ξ ∈ R d

| ξ |a|F (u ) ( ξ ) |，S′ (R d )表示缓增分布空间。

定义2   设σ > 0，X是Banach空间，定义函数空间

Cσ((0，+ ∞)，X ) ≔ {u：u ∈ Cw([0，+ ∞)，X )，且tσu ∈ Cw((0，+ ∞)，X )}，
其上的范数定义为 u

Cσ( )( )0，+ ∞ ，X ≔ sup
t > 0

tσ  u X，其中 C w((0，+ ∞)，X)表示在空间X中有界且关于时间 t弱连

续的全体函数构成的函数空间。

定义3   设α，β ∈ (1，2]，d ≥ 3，记 I ≔ (d + 2 - α - β，d + 1 - β ).对于a ∈ I，定义函数空间

Y ≔ {u ：u ∈ Cw([0，+ ∞)，PM d + 2 - α - β(Rd ) ) ∩ Cσ((0，+ ∞)，PMa(Rd ) )}，
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其 中 σ = a + α + β - d - 2
α ， 且 其 上 的 范 数 定 义 为   u Y ≔ sup

t > 0
  u PMd + 2 - α - β + sup

t > 0
tσ   u PM a. 分 别 用

 · Y，1， · Y，2简记  u Y，1 ≔ sup
t > 0

  u PMd + 2 - α - β，  u Y，2 ≔ sup
t > 0

tσ  u PMa .

本文的主要结果如下：

定理 1   设 α，β ∈ (1，2]，d ≥ 3，a ∈ I ，则对任意的 u0 ∈ PMd + 2 - α - β (R d )，存在常数 ε（0 < ε < 1
4η，其中

η是由式（8）所确定的一致常数），使得当  u0 PMd + 2 - α - β ≤ ε时，系统（1）存在唯一的整体解 u ∈ Y，且满足

 u Y ≤ 2ηε . 进一步，若u和 u͂分别是系统（1）对应于初值u0和 u͂0满足如下条件的两个解：

  u0 PMd + 2 - α - β ≤ ε，                      u͂0 PMd + 2 - α - β ≤ ε，
则有

  u - u͂ Y ≤ η
1 - 4εη2   u0 - u͂0 PMd + 2 - α - β .

推论1   在定理1的假设条件下，若初值u0还满足

u0λ ( x ) = λα + β - 2u0 (λx )，
则由定理1得到的整体解u是自相似解。

基于定理1，利用分割区间技巧和Lebesgue控制收敛定理，可得如下自相似解的渐近稳定性。

定理 2   设初值 u0 和 u͂0 满足定理 1中的条件，且进一步要求 ε还满足 0 < ε < minì
í
î

ü
ý
þ

1
4η2，

1
ῆ （其中常数

η和 ῆ是分别由式（8）和式（21）所确定的一致常数），再设 u和 u͂分别是系统（1）中对应于初值 u0和 u͂0的两个

解，则下面的两个条件是等价的

lim
t → +∞ ( 


 e-t (-Δ) α2 ( )u0 - u͂0

PMd + 2 - α - β
+ ta + α + β - 2 - d

α 

 


 e-t (-Δ) α2 ( )u0 - u͂0

PMa) = 0， (3)

lim
t → +∞ (  u - u͂ PMd + 2 - α - β + ta + α + β - 2 - d

α   u - u͂ PMa ) = 0. (4)
本文将利用伪测度空间上的广义热半群的线性和非线性估计来建立系统（1）在伪测度空间中自相似解

的整体存在性和渐近稳定性。本文结构如下：第一部分首先建立系统（1）在伪测度空间中的线性和非线性

估计，然后利用Banach不动点定理给出定理 1的证明。第二部分将建立当时间趋于无穷时系统（1）的自相

似解的渐近稳定性。贯穿全文，用A ≲ B表示A ≤ CB，其中C表示与研究问题参量无关的一致常数。

1 定理1的证明

引理1（Stein，1970）   设0 < α，β < d且0 < α + β < d，则

| x |  α - d∗| x |  β - d ( y ) = ∫Rd
| x |  α - d| y - x |  β - d dx ≲ | y |  α + β - d.

引理 2（Lemarié, 2002) 设X是Banach空间，B：X × X → X是双线性映射，且对任意的 u，v ∈ X，存

在常数C使得

  B ( )u，v
X

≤ C  u X  v X.，

则对任意 y ∈ X，若 y
X

≤ η < 1
4C，方程u = y + B (u，u)存在唯一的解u ∈ X使得  u X ≤ 2η.

先将系统（1）约化为等价的积分方程。由系统（1）的第二个方程可知：v ( x，t) = ( - Δ) -  β2u ( x，t)，并将

其代入系统（1）的第一个方程，由Duhamel原理可将系统（1）约化为如下等价的积分方程

u = e-t ( )-Δ α
2u0 + ∫0

t e-( )t - τ ( )-Δ α
2 ∇ ⋅ (u∇ ( - Δ) -  β2u)dτ = S ( t)u0 + B (u，u)， (5)

其中S ( t)u0 ≔ e-t ( )-Δ α
2u0，B (u，v) ≔ ∫0

t e-( )t - τ ( )-Δ α
2 ∇ ⋅ (u∇ ( - Δ) -  β2 v)dτ. 定义映射F如下：
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F(u ) = e-t ( )-Δ α
2u0 + ∫0

t e-( )t - τ ( )-Δ α
2 ∇ ⋅ (u∇ ( - Δ) -  β2u)dτ.

下面证明映射F是良定义的，且是映空间Y 中某个充分小的闭球到自身的压缩映射。

引理3   设u0 ∈ PMd + 2 - α - β (R d )，则S ( t )u0 ∈ Y，且有下面的线性估计成立：

  S ( )t u0 Y
≲    u0 PM d + 2 - α - β .

证明   首先，利用空间Y 范数的定义得

  S ( )t u0 Y，1 ≲ sup
t > 0

sup
ξ ∈ Rd

| ξ |d + 2 - α - βe-t || ξ α|  F (    u0 ) | ≲      u0 PMd + 2 - α - β .

从而可知，S ( t )u0 ∈  L∞([0，+ ∞)，PMd + 2 - α - β(R d ) ). 其次，证明 S ( t )u0关于 t是弱连续的，根据 S ( t ) 的半群性

质，只需证明S ( t )u0在 t = 0处是弱连续的。为此，对任意φ ∈ S (R d )，有

| S ( t )u0 - u0，φ | = |
|
|||| ∫Rd(e-t || ξ α - 1)F (u0 )F (φ)dξ |

|
|||| ≤ t sup

ξ ∈ R d

ì
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ïïïï
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|| e-t || ξ α - 1
t || ξ α











 









F ( )φ
|| ξ d + 2 - 2α - β

L1 (R  d )
  u0 PMd + 2 - α - β.

故当 t → 0+时| S ( t )u0 - u0，φ | → 0，即证明了S ( t )u0 ∈ C w([0，+ ∞)，PMd + 2 - α - β(R d ) ).
最后，由 sup

ξ ∈ R d

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïï
ïï( t | ξ |α )

a + α + β - d - 2
α e-t || ξ α = e-  a + α + β - d - 2

α  · ( a + α + β - d - 2
α )

a + α + β - d - 2
α

，得

 S ( t )u0 Y，2 = sup
t > 0

sup
ξ ∈ R d{ }t

a + α + β - d - 2
α e-t || ξ α

|| ξ a ||F ( )u0  

= sup
t > 0

sup
ξ ∈ R d

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïï
ïï( )t || ξ α

a + α + β - d - 2
α e-t || ξ α

|| ξ d + 2 - α - β ||F ( )u0 ≲  u0 PMd + 2 - α - β .
引理3得证。

引理4   设u，v ∈ Y，则B (u，v) ∈ Y，且有下面的双线性估计成立：

 B ( )u，v
Y

≲   u Y，2  v Y，2 .

证明   由引理1及a ∈ I知，| ξ |-a∗| ξ |1 - a - β ∼ | ξ |d + 1 - 2a - β
. 从而有

  

 B ( )u，v
Y，1 = sup

t > 0
sup
ξ ∈ R d

ì
í
î

ü
ý
þ

| ξ |d + 2 - α - β|
|
|||| ∫0

t e-( )t - τ || ξ αiξ ⋅ F (u∇ ( - Δ) -  β2 v) ( ξ，τ)    dτ |
|
||||

                     ≲ sup
t > 0

sup
ξ ∈ R d{ }∫0

t

|| ξ d + 3 - α - βe-( )t - τ || ξ α( )|| ξ -a∗ || ξ 1 - a - β
τ-  2(a + α + β - d - 2)

α dτ    u Y，2   v Y，2

                     ≲ sup
t > 0

sup
ξ ∈ R d{ }∫0

t

|| ξ 2d + 4 - α - 2β - 2ae-( )t - τ || ξ α

τ-  2(a + α + β - d - 2)
α dτ    u Y，2   v Y，2

                     ≲ sup
t > 0

sup
ξ ∈ R d

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïï
ïï∫0

t ( )( )t - τ || ξ α
2d + 4 - α - 2β - 2a

α e-( )t - τ || ξ α( )t - τ -  2d + 4 - α - 2β - 2a
α τ-  2(a + α + β - d - 2)

α dτ     u  Y，2    v  Y，2

                     ≲ sup
t > 0 { }∫0

t

( )t - τ -  2d + 4 - α - 2β - 2a
α τ-  2(a + α + β - d - 2)

α dτ    u Y，2   v Y，2 .
令 τ = ts得

 B ( )u，v
Y，1 ≲ ∫0

1
(1 - s) -  2d + 4 - α - 2β - 2a

α s-  2(a + α + β - d - 2)
α ds  u Y，2   v Y，2≲   u Y，2  v Y，2 . 　　　　(6)

注意到当a ∈ I，且α，β ∈ (1，2]， d ≥ 3时，式中∫0

1
( )1 - s -  2d + 4 - α - 2β - 2a

α s-  2(a + α + β - d - 2)
α ds是可积的。

另外，由引理1得，对任意a ∈ I，
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   B ( )u，v PMa
= sup

ξ ∈ R d

ì
í
î

ü
ý
þ

|| ξ a |

|
|
||
||

|
|
||
| ∫0

t e-( )t - τ || ξ αiξ ⋅ F ( )u∇ ( )-Δ -  β2 v ( )ξ，τ dτ

                          ≲ sup
ξ ∈ R d{ }∫0

t

|| ξ a + 1e-( )t - τ || ξ α( )|| ξ -a∗ || ξ 1 - a - β
τ-  2(a + α + β - d - 2)

α dτ   u Y，2  v Y，2

                          ≲ sup
ξ ∈ R d{ }∫0

t e-( )t - τ || ξ α

|| ξ d + 2 - β - a
τ-  2(a + α + β - d - 2)

α dτ   u Y，2  v Y，2

                          ≲ sup
ξ ∈ Rd

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïï
ïï∫0

t ( )( )t - τ || ξ α
d + 2 - β - a

α e-( )t - τ || ξ α( )t - τ -  d + 2 - β - a
α τ-  2(a + α + β - d - 2)

α dτ   u Y，2  v Y，2

                          ≲ ∫0

t

( )t - τ -  d + 2 - β - a
α τ-  2(a + α + β - d - 2)

α dτ  u Y，2  v Y，2

                          ≲ t- a + α + β - d - 2
α ( )∫0

12

( )1 - s -  d + 2 - β - a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α ds + ∫ 12

1
( )1 - s -  d + 2 - β - a

α s-  2(a + α + β - d - 2)
α ds    u Y，2   v Y，2

                          ≲ t-  a + α + β - d - 2
α   u Y，2  v Y，2 .           (7)

 
结合式（6）与式（7）知，

             B (u，v) ∈ L∞([0，∞)，PMd + 2 - α - β (R d ))，       t 
a + α + β - d - 2

α B (u，v) ∈ L∞([ )0，+ ∞ ， )PMa (R d ) ，

且

 B ( )u，v
Y

≲   u Y，2  v Y，2 .

关于B (u，v)对时间 t的弱连续性可用Cannone et al.（2004）的方法证明，此处略去。引理4得证。

由引理3和4可知映射F是良定义的，并存在常数η > 0使得对任意u ∈ Y，û ≔ F(u ) 有
 û Y ≤ η ( u0 PMd + 2 - α - β +  u 2

Y ) . (8)
令ε > 0充分小使得4η2ε < 1且 u0 PMd + 2 - α - β ≤ ε，得

 û Y ≤ ηε + η u 2
Y .

令B为空间Y 中半径为2ηε的闭球，即

B ≔ {u ∈ Y ：  u Y ≤ 2ηε}，
则对于任意u ∈ Y 有

 û Y ≤ ηε + η (2ηε) 2 = (1 + 4η2ε)ηε ≤ 2ηε，
所以F是映B到其自身的映射。

下证映射F是B上的压缩映射。设u1，u2 ∈ B，且Fui = ûi，i = 1，2， 类似于引理3~4的推导可得

 û1 - û2 Y
≤ η ( u1 Y

+  u2 Y )  u1 - u2 Y
≤ 4η2ε u1 - u2 Y  .

由于4η2ε < 1，所以映射F是映B到自身的压缩映射。

由Banach不动点定理可知，系统（1）在空间Y 中存在满足条件 u Y ≤ 2ηε的唯一整体解。进一步，若

u和 u͂分别是系统（1）对应初值u0和 u͂0满足如下条件的解：

 u0 PMd + 2 - α - β ≤ ε，                     u͂0 PMd + 2 - α - β ≤ ε，
则类似于引理3和引理4的推导可得

 u - u͂ Y ≤ η u0 - u͂0  PMd + 2 - α - β + 4η2ε  u - u͂  Y  .
由于4η2ε < 1，有

 u - u͂ Y ≤ η
1 - 4εη2   u0 - u͂0 PM d + 2 - α - β .

至此，我们完成了定理1的证明。
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2 定理2的证明

设u和 u͂分别表示由定理1所得的系统（1）对应于初值u0和 u͂0的两个解，则由定理1可知

 u Y ≤ 2ηε，                     u͂ Y ≤ 2ηε. (9)
再由式（5）可知

u - u͂ = S ( t ) (u0 - u͂0 ) + B (u - u͂，u ) + B ( u͂，u - u͂ ). (10)
引入辅助函数

p ( t ) ≔  S ( )t ( )u0 - u͂0 PMd + 2 - α - β
+ ta + α + β - d - 2

α   S ( )t ( )u0 - u͂0  PMa
，

q ( t ) ≔  u - u͂ PMd + 2 - α - β + ta + α + β - d - 2
α   u - u͂ PMa .

首先假设式（3）成立，由引理 3得 p ( t) ∈ L∞([0，+ ∞) )且 lim
t → +∞ p ( t) = 0 . 为了证明式（4），需要对 q ( t)进

行估计。为此，先计算u - u͂的PMd + 2 - α - β范数。由式（10）可得

 u - u͂ PMd + 2 - α - β ≤   S ( )t ( )u0 - u͂0 PMd + 2 - α - β
+   B ( )u - u͂，u PMd + 2 - α - β +   B ( )u͂，u - u͂  PMd + 2 - α - β ≔ J0 + J1 + J2 .

为了估计 J i( i = 1，2)，令 δ ∈ (0，1) 为待定的常数，并将积分 ∫0

t⋯dτ分割成 ∫0

δt⋯dτ + ∫
δt

t ⋯dτ，然后对

分解项分别进行估计。对于 J1，将其分解成下面两项

J1 = 





∫0

t e-( )t - τ ( )-Δ α
2 ∇ ⋅ ( )(u - u͂ )∇ (-Δ)- β2u dτ

PMd + 2 - α - β

= 




 




( )∫0

δt+∫
δt

t e-( )t - τ ( )-Δ α
2 ∇ ⋅ ( )(u - u͂ )∇ (-Δ)- β2u dτ

PMd + 2 - α - β
≔ J11 + J12 .

利用引理1，对 J11的估计如下

J11 = sup
ξ ∈ R d

ì
í
î

ü
ý
þ

| ξ |d + 2 - α - β|
|
|||| ∫0

δte-( t - τ ) || ξ αiξ ⋅ F ( (u - u͂ )∇ (-Δ)- β2u) ( ξ，τ)dτ |
|
||||

      ≲ sup
ξ ∈ R d{ }∫0

t

|| ξ d + 3 - α - βe-( t - τ ) || ξ α( )|| ξ -a∗ || ξ 1 - a - β
τ-  a + α + β - d - 2

α   u (τ ) - u͂ (τ ) PMadτ    u Y，2

      ≲ ∫0

δte-( )t - τ || ξ α

|| ξ 2d + 4 - α - 2β - 2a
τ-  a + α + β - d - 2

α    u (τ ) - u͂ (τ ) PMadτ   u Y，2

      ≲ ηε ∫0

δt ( t - τ )-  2d + 4 - α - 2β - 2a
α τ-  a + α + β - d - 2

α    u (τ ) - u͂ (τ ) PMadτ.
令 τ = ts得

J11 ≲ ηε ∫0

δ (1 - s)-  2d + 4 - α - 2β - 2a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α é
ë
êêêê( ts) a + α + β - d - 2

α   u ( ts) - u͂ ( ts) PMa

ù
û
úúúú ds. (11)

对 J12，直接进行估计

J12 ≲ ηε sup
δt ≤ τ ≤ t ( )τ a + α + β - d - 2

α   u (τ ) - u͂ (τ ) PM a . (12)
结合式（11）~（12）可得

J1 ≲ ηε ∫0

δ (1 - s)-  2d + 4 - α - 2β - 2a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α é
ë
êêêê( ts) a + α + β - d - 2

α   u ( ts) - u͂ ( ts) PM a
ù
û
úúúú ds

+  ηε sup
δt ≤ τ ≤ t ( )τ

a + α + β - d - 2
α  u (τ ) - u͂ (τ ) PMa . (13)

类似估计 J1方法可推得 J2的估计：
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J2 ≲ ηε ∫0

δ (1 - s)-  2d + 4 - α - 2β - 2a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α é
ë
êêêê( ts) a + α + β - d - 2

α   u ( ts) - u͂ ( ts) PMa

ù
û
úúúú ds

+ηε sup
δt ≤ τ ≤ t ( )τ

a + α + β - d - 2
α   u (τ ) - u͂ (τ ) PMa .

                             (14)

接下来，我们估计u - u͂的PMa范数

 u - u͂ PMa ≤   S ( t ) (u0 - u͂0 ) PMa
+   B (u - u͂，u ) PMa +   B ( u͂，u - u͂ ) PMa ≔ K0 + K1 + K2.

对于K1，利用类似估计 J1的方法，将其分解成下面两项，然后对分解项分别进行估计

K1 = 




 




( )∫0

δt+∫
δt

t e-( )t - τ ( )-Δ α
2 ∇ ⋅ ( )(u - u͂ )∇ (-Δ)- β2u dτ

PMa

≔ K11 + K12 .
对K11，由引理1可得

K11 ≲ sup
ξ ∈ R d

|
|
|||| ∫0

t

| ξ |a + 1e-( t - τ ) || ξ α(| ξ |-a∗| ξ |1 - a - β ) τ-  a + α + β - d - 2
α    u (τ ) - u͂ (τ ) PMadτ ||

||||   u Y，2

       ≲ ∫0

δte-( )t - τ || ξ α

|| ξ d + 2 - β - a
τ-  a + α + β - d - 2

α   u (τ ) - u͂ (τ ) PMadτ   u Y，2

       ≲ ηε ∫0

δt ( t - τ )-  d + 2 - β - a
α τ-  a + α + β - d - 2

α   u ( ts) - u͂ ( ts) PMads
       ≲ ηεt-  a + α + β - d - 2

α ∫0

δ (1 - s)-   d + 2 - β - a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α é
ë
êêêê ù

û
úúúú( ts) a + α + β - d - 2

α    u ( ts) - u͂ ( ts) PMa  ds.

             (15)

对K12直接进行估计

K12 ≲ ηεt-  a + α + β - d - 2
α sup

δt ≤ τ ≤ t ( )τ-  a + α + β - d - 2
α   u (τ ) - u͂ (τ ) PMa .                                          (16)

结合式（15）~（16）可得

K1 ≲ ηεt-  a + α + β - d - 2
α ∫0

δ (1 - s)-  d + 2 - β - a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α é
ë
êêêê( ts) a + α + β - d - 2

α    u ( ts) - u͂ ( ts) PMa

ù
û
úúúú ds

+ηεt-  a + α + β - d - 2
α sup

δt ≤ τ ≤ t ( )τ-  a + α + β - d - 2
α    u (τ ) - u͂ (τ ) PMa .

             (17)

同理，可推得K2的估计如下：

K2 ≲ ηεt-  a + α + β - d - 2
α ∫0

δ (1 - s)-  d + 2 - β - a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α é
ë
êêêê( ts) a + α + β - d - 2

α    u ( ts) - u͂ ( ts) PMa

ù
û
úúúú ds

+ηεt-  a + α + β - d - 2
α sup

δt ≤ τ ≤ t ( )τ
a + α + β - d - 2

α    u (τ ) - u͂ (τ ) PMa .
            (18)

结合式（13）~（14），（17）~（18），有

 u - u͂ PMd + 2 - α - β + ta + α + β - d - 2
α   u - u͂ PMa ≲   S ( t ) (u0 - u͂0 ) PMd + 2 - α - β + ta + α + β - d - 2

α   S ( t ) (u0 - u͂0 )  PMa

                                                                               +  ηε ∫0

δ (1 - s)-  2d + 4 - α - 2β - 2a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α é
ë

ù
û( ts)σ  u ( ts) - u͂ ( ts) PMa ds

                                                                               +  ηε ∫0

δ (1 - s)-  d + 2 - β - a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α é
ë

ù
û( ts)σ  u ( ts) - u͂ ( ts) PMa ds

                                                                               +  ηε sup
δt ≤ τ ≤ t ( )τ

a + α + β - d - 2
α   u (τ ) - u͂ (τ ) PMa .

(19)
令

M ≔ lim sup
t → +∞

q ( t ) = lim
k ∈ Ν
k → +∞

sup
t ≥ k

q ( t ).
要证式（4）成立，只需证明M = 0. 由式（9）可知M是有限非负的，从而对式（19）应用Lebesgue控制收敛定

理并结合假设式（3）可得

M ≲ ηε (F ( δ ) + 1)M，                                                                    (20)
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其中

F ( δ ) ≔ ∫0

δ (1 - s)-  2d + 4 - α - 2β - 2a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α ds + ∫0

δ (1 - s)-  d + 2 - β - a
α s-  2(a + α + β - d - 2)

α ds.
由式（20）可知，存在常数 ῆ使得

M ≤ ῆε (F ( δ ) + 1)M. (21)
由假设条件 ῆε < 1，从而可选取 δ充分小使得 ῆε (F ( δ ) + 1) < 1，由此可知M = 0，即式（4）成立。

反之，若式（4）成立，要证明式（3）成立。利用假设式（4）和引理3可知

q ( t ) ∈ L∞([0，+ ∞) )，                lim
t → +∞ q ( t ) = 0 .

重复上述式（19）的证明过程可推得

p ( t ) ≲ ῆε (F ( δ ) + 1) q ( t ). (22)
因为 ῆε (F ( δ ) + 1)有界且与时间 t无关，则由式（4）和式（22）即得式（3）成立。 证毕
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